Sobre un limite en l2 (- ∞, + ∞) by Muñoz Quevedo, José M.
BOLETIN DE MATEMATICAS. - 31-
VOLUMENIV No. 2
Paginas 31 a 35
SOBRE UN LIMITE EN L2 ( - co, + co)
jose m. munoz quevedo
En esta nota queremos dar otra demostraci6n del siguiente
TEOREMA: Si f es una funcion continua de L2, derivable en casi
toda parte de ffi y con derivada en L2, entonces
lim f(x) = 0
Ixl -+ + 00
Observamos que basta demostrar que lim f (x) =0, pues las con-
x-++oo
sideraciones para x -+ - 00 son exactamente iguales. Si separamos
f en sus partes real e imaginaria, f = fl + ~ f2, se tiene que
J f dx
y ademas,
J Ifl2 dx =
lR
estando dadas las condiciones de derivabilidad e integrabilidad de
r, por las de fl y f2 ([lJ, Th.9-55, Pg. 231).
Por este motivo, sin perder generalidad, pcdemos reducirnos al ca
so en el cual f tiene valores reales; supondremos en adelante que
esto sucede.
Sean los conjuntos
=ix < 1~Sl = ~ x : Ie: (x) I > l~ S2 rex)
Definimos las siguientes funciones:
( ) _~f' (x) si x E Slg x -
1 0 si x E S2




f' (x ) = gl(x) + g2(x)
2En L ,para cualquier x real.
f(x) = £X f'(t) dt + k'= {X gl(t) dt + {X g2(t) dt+k'
como £x Igl (t)1 dt ~ {X. Igll2 dt <: {OO If'.12 dt.< + 00 (1)
se sigue que Joo Igl(t)1 dt existe yes finita, luego
o
( [lJ, Th.14-5 Pg. 432). {OOgl(t) dt converge.
En consecuencia, dado E > 0, existe M> 0 tal que a, b> M
implica I{b gl (t) dtl < E (2)
Ademas podemos escribir f(~) en La forma:
y llamando -k al valor constante
k'+ Joo gl (t) dt,
o
f(x) -k + (3)
De las condiciones que cumple f se deduce que
c = lim f (x)
x-s-co







XI: [ a,+oo[ = c < 0, dado E > 0
existe a > 0 tal que
sup f (x) ~ c + E
XI: [a,+oo[
Tomando c existira· a> 0 tal que para todo deE
5 '
x
[a, + 00 [, rex) ~ 4.c> 0, 10 cual implica que en [a, + 00 [ ,5
.-.
If (x)l = - rex) ~ _! c> 0 y en consecuencia,
5
contrario a la hip6tesis
de ~ue f E L2, luego c ~ O. Analogamente se concluye ~ue - d < O.
Si c = 0 = -d, la demostraci6n ~ueda completa. Probaremos ~ue es
iwposible tener c > 0, pues las mismas consideraciones se deben
hacer para demostrar ~ue no es posible tener d > O.
Si lim f(x) = c > 0, se prueba facilmente ~ue existe una suce-
x-++oo
si6n creciente (an)nEN que diverge hacia + 00, con an+l - an > 4c,
todos los a mayores que M (el M del cual se deriva (2) ) y tales
n
~ue para todo nEN, f(an) > % c.












6c J10 definimos la funci6n
k+4. c---~--------------5
k
En e1 intervalo fa , a +L: n n
hex) = k + to c - (x - a )n
que es un segmento de recta que pasa por e1 punto de coordenadas
(a , k + 1£) y tiene pendiente -1.n 10
Como f (a ) > !c, par (3) se tienen 5
_ J+OO g (t) J::I_- () d Adt + -n g2 t t > k + :to Can 1 0 5
-)4-
Esto significa ( vease figura) que h (x) ~ debe conservar por deba-
en todo el intervalo
porque existiera un punto y E (an' an + ~gJ tal que
restando de esta la desigualdad (4) anterior, tendriamos I





esta desigualdad a (5),
fY g2 (t) dt < - (y - a )an n
Por el teorema.del valor medio del oaloulo integral (valido para la
integral de Lebesgue), existe s,




tal que s ( y+a
n
) = JY g2(t) dt < - (y+a ). 8.:n n
de donde s < -1; como m ~ s < -1 , existira m punt 0 x Era , YJo L n
tal que m ~ g2(xo) < - 1, oontrario a la definioion de g2'




luego (c )2 dx10
Debido a que la ultima serie
( 3c3 )tes 'valen 500 ,la integral
to .una contradicci6n (pues fEL2),
diverge ya que ~us sumandos son const~
foo Ifl2 dx
o
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